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Sommige dingen zijn zó gewoon dat het 
lijkt alsof ze er altijd geweest zijn. 
Onze manier om vergelijkingen op te schrijven 
is zoiets. Kun je je voorstellen dat er een 
tijd was waarin men een uitdrukking als 
v- - 4v + 3 = 0 niet als een vergelijking 
herkend zou hebben? 
ï'1 
6.i: 
Jan van Maanen 
Bij de vergelijking v = 2x + 4 zegt tegen-
woordig iedereen onmiddellijk: "dat is 
een rechte lijn". Maar zo vanzelfspre-
kend is dat niet. In de eerste plaats moet 
je begrijpen dat er een vergelijking staat 
voor twee onbekende getallen x en ;•. 
Dan moet je begrijpen dat er oneindig 
veel oplossingen zijn. En tenslotte moet 
je ook nog op het idee komen dat je die 
oplossingen in een plaatje kunt tekenen. 
Tegenwoordig weten we niet beter, maar 
hieronder zul je lezen dat deze kennis 
nog niet eens zo heel oud is. De .v en y, 
en het idee dat een vergelijking als 
V = 2.V + 4 een lijn voorstelt, zijn in de 
wiskunde ingevoerd door de Franse filo-
soof René Descartes (1596-1650). Hij 
publiceerde zijn ontdekkingen in een bij-
lage bij een boek dat in 1637 in Leiden 
verscheen. Dit artikel gaat over het be-
lang van die bijlage, de Geometrie. Maar 
het belang van een nieuwe ontwikkeling 
is - zoals vaak alleen te begrijpen als 
je de voorgeschiedenis kent. Daarom kij-
ken we nu eerst even naar de meetkunde 
en de algebra van voor 1600. 
12 
René Descartes 
li! ' "' het 400 jaar geleden dat René 
I )L _ boren werd. Hoewel hij tcgcn-
V.tujrdig hel meest bekend is als filosool' 
mogen we hem ook zien als een van de be-
langrijkste wiskundigen uil de geschiede-
nis. Hij heeft in 1637 de wiskunde verrijkt 
met hel idee datje een getallenpaar (x.y) 
ir.eetkundig kunt voorstellen als een punt 
in een vlak met een assenstelsel. Descanes 
had een roerig leven. Hij studeerde rech-
ten, maar vond dal zijn opleiding pas vol-
tooid was als hij ook ervaring had als 
militair. Daarom kwam hij in 1618 naar 
Nederland, om in het leger van Prins 
Maurits ervaring op Ie doen. Omdat de 
strijd legen de Spanjaarden op dat mo-
ment stil lag (Twaalfjarig Bestand, 1609 
1621) irokh ;i reisde half Europa 
door. Van DtücüiiU p.cn lot in Beieren en 
dan weer een paar jaar in Frankrijk wis-
selde hij met vele geleeiden ideeën uit. Dat 
ging. ' ü d zacht aan toe, want Des-
carU vaak met anderen oneens. 
liii piiii'.iclc en culturele klimaat in de 
Nederlanden was Descartes blijkbaar 
goed bevallen, w ant in 1628 kwam hij voor 
langere tijd terug. Hij woonde en werkte 
in .Amsierdam, Franekcr, L'trecht, Deven-
ter en in de buurt van Leiden en Egmond. 
Zijn belangrijkste filosofische werk (Di.s-
cours de la methode) verscheen in Leiden 
in 1637. In een aanhangsel daarbij legde 
Descartes zijn nieuwe wiskundige ideeën 
vast. In 1649 vroeg koningin Christma 
\an Zweden hem om ais hof-filosoof naar 
Stockholm te komen. Het leven was hard, 
want de koningin begon de dag om vijf 
uur 's ocInenHs met filosonelesscn. En 
niet in hel paleis. Hij 
ovvsurjv'p I I i'.iMiiari 1650 aan de gevoi-
tien van een verkoudheid, 
De kunst van het cons trueren 
Sinds de Griekse oudheid was meet-
kunde vooral de kunst van het oplossen 
van constructieproblemen. Daarbij moest 
je je houden aan de spelregels die 
Euclides rond 300 voor Christus had op-
gesteld. Anders is er namelijk geen kunst 
aan. 
Wat mocht je doen van Euclides: 
1. twee punten met een recht lijnstuk 
verbinden; 
2. elk lijnstuk in een rechte lijn wil-
lekeurig ver doortrekken; 
3. met een gegeven punt als middelpunt 
en een gegeven lijnstuk als straal een cir-
kel trekken. 
Deze regels had hij in zijn boek, de 
Elementen, met zoveel woorden opge-
schreven. Zonder nadere vermelding 
nam hij aan dat je snijpunten (van lijnen 
onderling, van cirkels onderling en van 
een lijn met een cirkel) verderop in de 
constructie weer mocht gebruiken. Kort-
om: passer en liniaal, daarmee moest hel 
gebeuren. Hier volgt een voorbeeld van 
zo'n constructie (Elementen, Boek 1, 
Propositie 9). 
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Algebra als methode 
Toen Descartes in 1637 zijn revolutio-
naire wiskundige ontdekkingen bekend 
maakte, ging het hem eigenlijk niet zo erg 
om de wiskunde. De wiskunde moest 
vooral de filosofie dienen, want Descartes 
wilde in 1637 in de eerste plaats laten zien 
hoe ware kennis tot stand komt. Hij be-
toogt in zijn boek, Discours de la Metho-
de, dat men voor het ontwikkelen van 
ware kennis moet beginnen met het vast-
stellen van vaste, algemeen aanvaarde 
grondbeginselen. Vervolgens moet men 
uit die grondbeginselen via heldere regels 
nieuwe ware uitspraken afieiden (dat 
wordt wel de 'deductieve methode' ge-
noemd). Nadat hij een algemene schets 
van zijn methode gegeven heeft, licht hij 
haar aan de hand van drie wetenschappen 
toe. Hij doet dat in drie lange aanhang-
sels bij de eigenlijke Discours. Het derde 
aanhangsel, pp. 297-413 van de Discours 
de la Methode uit 1637, heet la Geometrie 
en is aan de wiskunde gewijd. De titel 
Geometrie geeft aan dat Descartes wil 
aantonen hoe ware kennis op het gebied 
van de meetkunde verkregen kan worden. 
De weg daartoe, zegt Descartes, is de al-
gebra. Door de vele algebra maakt de 
Geometrie op de moderne lezer de indruk 
van een studie op een veel breder gebied 
dan alleen meetkunde. Maar voor Des-
cartes is de methode (algebra) onder-
geschikt aan het doel (meetkunde). 
De nieuwe aanpak 
Direct in het begin van de Geometrie 
ontvouwt Descartes zijn plan om algebra 
te gebruiken voor de analyse van con-
structieproblemen. Hij formuleert zijn 
plan na een inleiding van enkele pagina's 
(pp. 297-300) waarin hij laat zien hoe re-
kenkundige bewerkingen (optellen, af-
trekken, vermenigvuldigen, delen en wor-
teltrekken) meetkundig voorgesteld kun-
nen worden. 
Als je lijnstukken met letters aanduidt, 
zegt Descartes, elk lijnstuk door één en-
kele letter, dan kun je zeer eenvoudig 
meetkundige bewerkingen rekenkundig 
beschrijven. Neem bijvoorbeeld lijnstuk-
ken BD en GH (zie Figuur 2); noem het 
ene lijnstuk a en het andere h;a + b wordt 
dan voorgesteld door het lijnstuk dat je 
krijgt als je GH aan BD vastmaakt in het 
verlengde van BD. Op soortgelijke wijze 
kan Descartes ook aan uitdrukkingen als 
a — b, a X h, a : b en y/a een meetkundige 
interpretatie geven. Voor ax b brengt 
Descartes een 'nieuwtje'. Vanaf de 
Griekse oudheid had het produkt van 
twee lijnstukken ook een betekenis, het 
was de rechthoek met zijden a en b. Op 
die manier kon men ook aan a x b x c 
nog een betekenis geven, namelijk de balk 
met ribben a, b en c, maar dan hield het 
op. Produkten als abcd of a^b^ hadden 
geen meetkundige betekenis meer, terwijl 
Descartes aan alle algebraïsche uitdruk-
kingen een meetkundige betekenis wilde 
geven. Hoe deed hij dat? We bekijken zijn 
eigen figuur (Figuur 3). 
/ / ^ \ Figuur 3 
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Om het produkt BC x BD meetkundig 
weer te geven, zegt Descartes, teken ik 
eerst BC en BD in twee verschillende 
richtingen. Ook kies ik een lengte-een-
heid AB, en die teken ik vanuit B op lijn 
BD. Dan (letterlijk citaat) "hoefik alleen 
maar de punten 4^ en C te verbinden, en 
vervolgens DE evenwijdig aan CA te te-
kenen, en BE is de uitkomst van deze 
Vermenigvuldiging." [Ga maar na. De 
driehoeken ABC en DBE zijn gelijkvor-
mig, en de lengte van AB \s 1.] Deling 
gaat net zo. Descartes zegt het als volgt. 
"En als BE door BD gedeeld moet wor-
den, dan verbind ik eerst D met E, en 
dan trek ik ^ C evenwijdig aan DE en 
BC is de uitkomst van deze deling." Het 
voordeel is dat nu de uitkomsten van 
vermenigvuldiging en deling van lijnstuk-
ken zelf ook weer lijnstukken zijn. Zo 
kun je, in tegenstelling tot de meetkundi-
gen uit de Oudheid, ook een betekenis 
geven aan produkten als abcd of a^h^; 
bij Descartes zijn dat gewoon lijnstuk-
ken. Met behulp van de lengte-eenheid 
(in Figuur 4 is dat EG) kan Descartes 
ook de wortel uit een lijnstuk meetkun-
dig voorstellen. 
I^^ ^ ^ \ 
/ \ Figuur 4 
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Nadat hij dit allemaal gedaan heeft ont-
vouwt Descartes zijn plan om algebra in 
te schakelen voor het oplossen van meet-
kundige constructieproblemen. Letterlijk 
vertaald luidt het begin van dat plan als 
volgt {Geometrie 1637, p. 300). 
"Hoe men tot de vergelijkingen moet ko-
men die dienen om de problemen op te 
lossen. Men moet, wanneer men een of 
ander [constructiejprobleem wil oplossen, 
het eerst als reeds gedaan beschouwen, & 
namen geven aan alle lijnstukken die 
noodzakelijk lijken om het te construe-
ren, even goed aan die die onbekend zijn 
als aan de andere. Vervolgens moet men, 
zonder enig onderscheid te maken tussen 
de bekende & onbekende lijnstukken, in 
de volgorde die er van alle het meest na-
tuurlijk uitziet, kijken hoe zij [de lijnstuk-
ken] met elkaar samenhangen. Dat doet 
men totdat men een manier heeft gevon-
den om één zelfde grootheid op twee 
manieren uit te drukken: hetgeen een Ver-
gelijking genoemd wordt. ( . . . ) En men 
moet even veel van dergelijke vergelijkin-
gen vinden als men lijnstukken aangeno-
men heeft die onbekend zijn." Dit is in 
Descartes' eigen woorden het eerste deel 
van het plan, het vertalen van het meet-
kundige probleem in één of meer vergelij-
kingen. De te construeren lijnstukken 
spelen de rol van de onbekenden in die 
vergelijkingen. Daarmee heeft hij het 
meetkundige probleem vertaald in een al-
gebraïsch probleem. Zijn volgende stap 
is: los de onbekende(n) uit de vergelijkin-
g(en) op. Je hebt dan een algebraïsche 
uitdrukking voor de te construeren lijn-
stukken. Tenslotte moet je de gevonden 
algebraïsche uitdrukkingen weer terug-
vertalen naar de meetkunde en het ge-
zochte lijnstuk ook daadwerkelijk con-
strueren. Zo luidt het plan. Het ziet er nu 
nog erg vaag uit, maar het voorbeeld dat 
straks komt zal hopelijk veel verduidelij-
ken. 
Descartes vond licht in het duister zelf 
niet zo nodig. Ook voor zijn tijdgenoten 
moet het plan en de hele Geometrie 
trouwens - moeilijk te doorgronden zijn 
geweest. Het eerste voorbeeld dat Des-
cartes zelf geeft is meteen zo'n technisch 
hoogstandje dat de onervaren lezer er 
weinig aan gehad zal hebben. Ook op 
andere plaatsen slaat hij in redeneringen 
grote stukken over en hij stapelt zoveel 
nieuwe en ingewikkelde zaken op elkaar 
dat de Geometrie buiten het bereik van 
de meeste tijdgenoten moet hebben gele-
gen. Regelmatig komt hij er eerlijk voor 
uit dat hij zaken weglaat. Direct na zijn 
plan schrijft hij bijvoorbeeld: "Ik zal dit 
niet in detail uitleggen, en wel omdat ik 
u het plezier zou ontnemen om het u op 
eigen kracht eigen te maken, & het nut 
om uw geest te ontwikkelen door u erin 
te oefenen, hetgeen naar mijn mening 
het voornaamste is dat men van deze we-
tenschap kan meenemen. Mede daar ik 
niets opmerk dat zo moeilijk is dat de-
genen die enigszins thuis zijn in de ele-
mentaire Meetkunde & in de Algebra, & 
die acht zullen slaan op al wat in deze 
verhandeling staat, het niet zouden kun-
nen vinden." (pp. 301-302). En wat te 
denken van: " & ik zal proberen om aan 
het bewijs weinig woorden vuil te maken. 
Want het verveelt me al er zoveel over te 
schrijven." (p. 309). Descartes vat zijn 
houding samen in de fameuze laatste zin 
van de Geometrie (p. 413): "Ik hoop dat 
volgende generaties me dankbaar zullen 
zijn, niet alleen voor de zaken die ik hier 
uiteengezet heb; maar ook voor die die 
ik hier bewust heb weggelaten om hun 
het plezier te laten ze zelf te ontdekken." 
Als Descartes dit alles serieus gemeend 
heeft moeten we vaststellen dat hij de 
meeste lezers van zijn werk overschat 
heeft. Het invullen van de weggelaten 
stappen in een zo nieuw gebied vraagt 
zoveel werk dat slechts een enkeling er 
zelfstandig toe in staat zal zijn geweest. 
Frans van Schooten geeft uitleg 
Het belang van de Geometrie is pas goed 
tot uiting gekomen toen het werk verder 
uitgewerkt werd door Frans van Schoo-
ten (1615-1660; in het laatste juninum-
mer van Pythagoras vind je meer over 
zijn leven). Van Schooten vertaalde de 
Geometrie in het Latijn, waardoor veel 
meer mensen het werk konden lezen. Bij 
de vertaling voegde hij nog veel meer pa-
gina's commentaar met uitleg. Het boek 
was populair, want na de eerste druk 
(1649) verscheen nog een veel uitgebrei-
dere tweede (1659/1661), die in 1683 
nog een keer uitgebracht werd. Het was 
verplichte kost voor alle belangrijke wis-
kundigen uit het laatste kwart van de ze-
ventiende eeuw, en het gaf Newton en 
Leibniz de bouwstenen en inspiratie voor 
de uitvinding van de differentiaal- en in-
tegraalrekening. 
Wat deed Van Schooten met dat nogal 
vage plan van Descartes? In de eerste 
plaats vertaalde hij het in het Latijn, 
zoals hij met de gehele Geometrie deed. 
Al vertalend werkte hij er meteen een 
aantal onduidelijkheden in weg. Ook 
bracht hij er meer systeem in aan, bij-
voorbeeld door in figuren de keuze van 
letters te veranderen. Bij Van Schooten 
worden bijvoorbeeld punten die in 
verschillende figuren dezelfde rol spelen 
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met dezelfde letters aangeduid. Descartes 
had daar niet op gelet. In de tweede 
plaats gaf hij uitleg bij het plan. Hij be-
handelde als voorbeeld twee concrete 
problemen, die hij volgens het plan van 
Descartes oploste. We bekijken hier nu 
zijn eerste voorbeeld. De stappen uit het 
plan staan er voor het gemak nog een 
keer, schuin gedrukt. 
[Zo moet men, wanneer men een of ander 
probleem wil oplossen, . . . ] Van Schooten 
komt met het volgende constructiepro-
bleem: "Gegeven een lijnstuk AB, waar-
op een punt C ligt. Construeer op het 
verlengde van AB een punt D, en wel zo, 
dat de rechthoek met zijden AD en DB 




[... het eerst als reeds gedaan beschou-
wen, . . . ] Van Schooten maakt dus een 
tekening (gereproduceerd in Figuur 5), 
waarin hij aanneemt dat hij het gezochte 
punt D reeds gevonden heeft; de recht-
hoek met zijden AD en DB (in de figuur 
is dat de rechthoek ADEF, want hij heeft 
DE even lang gemaakt als DB) moet dus 
dezelfde oppervlakte hebben als het vier-
kant op zijde CD (in de figuur CDGH). 
[... namen geven aan alle lijnstukken die 
noodzakelijk lijken om het te construeren, 
even goed aan lijnstukken die onbekend 
zijn als aan de andere. . . . ] Het gaat er 
om, zegt Van Schooten, lijnstuk BD te 




A c B 
noem ik x. Verder waren AC en CB 
vooraf gegeven, dus voor AC schrijf ik 
de bekende grootheid a en voor CB de 
bekende b. Zo had Descartes het inge-
voerd: bekende grootheden geef je 
namen met letters uit het begin van het 
alfabet, voor de onbekenden kies je let-
ters uit het eind. [Vervolgens moet men 
(... ) kijken hoe zij (de lijnstukken) met 
elkaar samenhangen, . . . ] In de formule-
ring van het probleem komen de lijn-
stukken AD, BD en CD voor, zegt Van 
Schooten, en die hebben het volgende 
onderlinge verband: AD = a-\-b + x; 
BD = X en CD = b + x (zie Figuur 6). 
a b X 
Figuur 6 A C B D 
[... totdat men een manier heeft gevonden 
om eenzelfde grootheid op twee manieren 
uit te drukken: ...] Die grootheid ligt 
door de formulering van het probleem 
erg voor de hand. De oppervlakte 
van ADEF kan men namelijk op twee 
manieren uitrekenen. In de eerste plaats 
kan dat rechtstreeks: 
AD X DE = AD X BD = (a + b + x)x. 
Maar de oppervlakte is ook gelijk aan 
de oppervlakte van CDGH, en die is 
CDxCD = (J} + xf. 
Dus {a + b + x)x = {b + xf.[... hetgeen 
een Vergelijking genoemd wordt; ( ...) 
En men moet even veel van dergelijke ver-
gelijkingen vinden als men lijnstukken aan-
genomen heeft die onbekend zijn.] In dit 
geval is er dus één vergelijking in één on-
bekende. Van Schooten voert ook, door 
de vergelijking op te lossen en de oplos-
sing terug te vertalen naar de meetkunde, 
de volgende twee stappen van Descartes' 
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Q;HN >? FCDH?H >IIL  >C? >? LC=BNCHA 
P;H >? R ?H >? ƒ aangeven zijn onze te-
genwoordige x-as en j^-as. Zo'n assenstel-
sel wordt trouwens wel 'Cartesisch pro-
dukt' genoemd, naar 'Cartcsius', zoals 
de Latijnse naam van Descartes was. 
Als je een andere x kiest (bijvoorbeeld 
AD), dan hoort daarbij een andere y 
(DE), die je in dezelfde richting tekent als 
de vorige y. Dat kun je oneindig vaak 
herhalen, en als je dat doet vind je een 
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grafiek. Bij Descartes heette dat een 
'courbe' (kromme, in dit geval is de 
kromme een lijnstuk). In de Geometrie 
komen allerlei krommen voor, vooral 
krommen die ingewikkelder waren dan 
rechte lijnen, zoals parabolen en ellipsen. 
De grote stap voorwaarts is dat de wis-
kunde dankzij Descartes een nieuwe en 
heel handige manier had gekregen om 
meetkundige figuren (zoals lijnen, cirkels, 
parabolen) te beschrijven, namelijk met 
een vergelijking in .v en y. Voor 1637 be-
stond dat niet, behalve dan in de 
schriftjes van Fermat, want die had het 
onafhankelijk van Descartes ook be-
dacht. In 1637 was het er allemaal, als 
een donderslag bij heldere hemel. En we 
hebben het aan Van Schooten te danken 
dat wij dit alles nu nog steeds kennen en 
gebruiken. ^ 
